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Über Volumen und Oberfläche der Kry stalle.

Von Dr. Albrecht Seil rauf,

Universitiitsdoceut und Custosailjunct am k. k. Hof-Mineraliencabinet.

(Mit 1 Tafel.)

§. l.Ein für den Causalnexus der Können wichtiges und interes-

santes Capitel ist jenes über die Ermittlung des Volumen der Körper.

Naumannhat bereits 1830 in seiner ausgezeichneten Krystallographie

diesem Gegenstande seine Aufmerksamkeit geschenkt, doch —wenn

auch die Formen seither invariabel blieben, so wechselten denn doch

die den Untersuchungen zu Grunde gelegten Theorien.

Die Drucklegung meines Lehrbuches der physikalischen

Mineralogie war für mich nun Veranlassung die ziemlich weit-

läufigen Rechnungen nach den Grundzügen des von mir befolgten

Systems aufs neue durchzuführen, und ich gebe hiervon in nach-

folgenden Zeilen die Resultate.

Der Körperinhalt jeder Form kann berechnet werden, wenn

man die Gestalt in Theilpyraiuiden zerlegt, für welche die Flächen

der Form die Basis bilden und der Scheitel im Coordinatenmittel-

punkte liegt. Das Volumen des Körpers ist sodann die Summeder

Volumina dieser Theilpyramiden, so wie die Oberfläche die Gesammt-

summe der Flächen dieser Basen.

Da nun das Volumen einer Pyramide eine bekannte Function

der Oberfläche und Höhe —letztere fällt bei der obigen Hypothese

mit der Länge der Flächennormale zusammen —ist, so erübrigt

nur die Formeln für die Oberfläche der als Basis zu betrachtenden

Flächen aufzustellen.

Die Addition der Werthe liefert Kubikinhalt und Oberfläche

der Form, die Specialisirung von (£>?£, a b c) wird die Systeme,

jene von (hkt) die Formen liefern.
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$. 2. Sei in Fig. 1 das Volumen der Pyramide(77AX0^zu ermitteln,

so ist, unter der Voraussetzung beliebiger Werthe von (C^C) und

(a b c) —letztere sind ident mit den Axenlängen OA, OB, OC—
und von OPals Normale auf die Fläche P (hkl).

Vol [HKLO] = | OPX A[HKL]

OP=^COSPJ=?-COsPy= yCOsPZ
h Ic l

A (BKL)= i
,,/ sin L - | «y [± V.^- (?!±|!r^)°]

Aus dieser Gleichung folgt da

&2=ol Si -\- ok* —2. ok. ol. cos 4

yt=ol z -\- oh 3—2. oA. ol. cos ry

«a =0 / i 3_|_ ^a_ 2. oA. o&. cos £

a b c
on= T ; ok= - ; ol=- ;

h k l

—(ctyk+abl 2 cos £

—

ackl cos r) —öcA/cos£) 3
].

Aus der' Verbindung dieser Gleichungen folgt nun Volumen

und Oberfläche der Partialpyramide. Die in den nachfolgenden

Formeln angewendeten Coefficienten 2, 4, 8 deuten die Zahl der

zu summirenden Theilpyramiden an, um zur Kenntniss der ganzen

Form zu gelangen, die Nenner hingegen 3I t . . . 3I 6 sind die

bekannten bei der Bestimmung der cos PX. . .sich entwickelten

Werthe 1 ), welche sich durch systemgeinasse Specialisirung von

(£>;£ übe) von einander ableiten lassen.

Mt
= Aa ft

8c a sin 2£-|-Ä: 8a ac a sin 8vj _|- f^a-b~ s'm^

—labe [cM(cos£ —cos £ cos v;) -\- bhl (cosvj

—cos£ cos£) + akl (cosc —cos C cos r/)]

') Füi die Ableitung der Werthe M, . . . M kann ich auf mein demnächst

erscheinendes Lehrbuch der physikalischen Mineralogie. ( Theil,

i :.ii. 9 verweisen.
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1. Triclinisches System

Oi[hkt]= 2^ 1/ [(c^-\-b^— 2 bckl cos £)(c2h*+a*l*—2ach{co*r,)

—(ctfik+abl* cos £ —acklcosr, —bchlcos£) 2
]

K [hkq - ^| o, [Mq

2. Monoclinisches System

3 [AH] = 9777; 1/ [0 2 *; 3+ö 2 / 3
) ( C3/ i3 + a3 ; 3_2«cÄ^ cos vi) —

—{c~hk —ac kl cos r ; )2]

3. Prismatisches System

3 [hkl] = -|p- U [(^+6*) (c*h*+a*l*) - OaÄ*) B
]

4. Orthohexagonales System

°* ^ ^ TW*]/ [(^ a+« 2ia )(^ a+3a^ 3)—«**»]

n[Mq = ^o 4 [Mq

5. Pyramidales System

05 [«q = äWal/ [( caÄa +« 3^( c8Äa H- fta?a )—c * Äa* a
]

r5 [A*q = yw5

° 5 [M/]

6. Tesserales System

° 6 [M/] =
2l*P V

[(A " J+ ^ (/i3+ ^ " ^
F6 [Atf] = ^ 0« [hkl]

Sitzb. d. roathem.-naturw. Cl. L. Bd. I. Abth. 35
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£. 3. Durch diese Formeln ist es nun möglich, zur Kenntniss des

Volumen in allen jenen Fällen zu gelangen, in welchen die Endpunkte

der Partialpyramiden in den Axenebenen liegen und also einen voll-

ständigen Oklanten umfassen.

Durch die höhere Symmetrie der gleichen Parameter entstehen

aber im tesseralen, pyramidalen und orthohexagonalen System Formen,

wo in einem Oktanten mehrere Flächen vorkommen und hierdurch

die directe Anwendung der obigen Formeln unmöglich ist.

Die directe Berechnung solcher Formen, ich erwähne Tetra-

contaoktaeder, 8- und 12seitige Pyramide, Rhomboeder, Skalenoeder,

kann darauf basirt werden, die Zwischenaxen, d.i. die Verbindungs-

linien des Coordinatenmittelpunktes mit den Endpunkten der Flächen,

welche jedesmal in Dreiecke zerlegt werden müssen, als neue

secundäre, triclioische Axen aufzufassen, deren Länge und Lage

aus den bekannten Daten zu berechnen und schliesslich mittelst

derselben und der obigen Formeln zur Volumberechnung über-

zugehen.

In einzelnen Fällen, namentlich bei Vorhandensein eines

symmetrisch horizontalen Durchschnittes führt eine zweite indirecte

Methode zum Ziele, welche darin besteht, die in der Coordinaten-

ebene (XY) liegende Fläche als Basis und die hierauf senkrechte

(also parallel Z) als Normale, d. i. Höhe anzunehmen.

•£.4. In den nachfolgenden Zeilen sind die Volumsbestimmungen

der Hauptformen angeführt, die Oberfläche lässt sich durch die

Kenntniss der Normale leicht daraus ableiten. Um die Anführung

der oft weitläufigen Rechnungen zu ersparen, so habe ich nur die

Ermittlung der Hauptformen angegeben.

A. Tesserales System.

a) Holoedrische Formen: Tctracontaoktaeder (hkl), Ikosi-

t nieder (hll), Triakisoktaeder (hhl), Tetrakishexaeder (h/coji

Rhombendodekaeder (HO) Oktaeder (111), Hexaeder (100).

Zur Erläuterung der an der allgemeinsten Form (hkl) durch-

zuführenden Rechnungen diene Fig. 2; in welchem der positive

Oktanl des Tetracontaoktaeder dargestellt ist.

Aus den allgemeinen Eigenschaften der Forin folgt, dass

PA = PB = PC
(JA = OB = OC

rOA = POB= POC
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OP coincidirt somit mit der Normale auf die Oktaederflache

und die Winkel sind somit

cos (POA —POIi = POC) = ~
tang (POA = POB= POC) = VI

Nach diesen Erörterungen könnte die directe Berechnungs-

methode durch die Zerfällung der Form in 8 gleiche Pyramiden,

deren Scheitel in liegt, beginnen; wo dann die Partialoberfläche

(APM) einer derselben gesucht und mittelst der Normale auf (hklj

das Volumen ermittelt werden kann.

Ein zweiter indirecter Weg—der auch im nachfolgenden bei-

behalten ist, besteht für das Volumen der Pyramide POAMdarin,

die Flache AOMa\s Basis und die Senkrechte von P (Pn), als Höhe
anzunehmen.

Es ist nun

<£ AOM= <£ BOM= 45o

r

Ok h . . . htang^=-=- ;*=Arctang-

—tangcp = tang (45 -ff) ; y = Are. tang (
l

_ )

k+h .
,

h
sin <p = _ ; sin y -

sin <p h(Ji-\-k)

OM=t±OA=^
sm y h-f- k

1 1
A OAM=~

2 h {h + k)

Nach Ermittlung der Basis ist die Höhe Pn = ON zu

bestimmen.

OM V21
tang A = ——=

OL h + k

PN=NL tang 1 = NOtang iW
AO= PN=

h-\-k-\-l

3Ö
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Aus diesen beiden Resultaten folgt als Volumen der Partial-

pyramide POAM

\o\(POAM)=
l

6 f, (h-\-k)(h+k + l)
"

Da nun die vollständige Form des Tetracontaoktaeder aus 48

solcher Theilgestalten besteht, so ergibt sich für denselben nach-

folgender Kubikinhalt, wobei h>k>l gesetzt ist.

F«(**0
-*(*+*)(* + * + !)

Aus dein bekannten Vulumen berechnet sich die Oberfläche

durch die Hinzufügung der Coefticienten: */ g Normale auf die

Oberfläche.

Letztere ist daher für den Tetracontaoktaeder.

o< (hki) =24_J_^!±i!±i!
h (/* + £)(/* + £ +

Nach dieser Methode berechnet sind die im folgenden angege-

benen Resultate; die Oberfläche wurde nicht angegeben, da sie sich

immer leicht berechnen lässt. h>k>l.

1
1. Tetracontaoktaeder. V

{i (Jikl) = 8

2. Ikositetraeder. V6 (IUI) = 8 ^^^
3. Triakisoktaeder. V6 (hhl) = 4

, , al , tv
a a (2/i -\- 1)

1
4. Tetrakishexaeder. V6 (hko) = 8

, „ ,
..

h (/i -+- k) -

5. Dodekaeder. VH (110) == 2

G.Oktaeder. F6 (111) =-
o

7. Hexaeder. Pa (100) = 8.

b) Parallelflächig hemiedrische Formen: DyakisoktaederTT^MZ?

und Pentagondodekaeder ~. (Iikoj.

(2h*—hk—hl)
1. Dyakisoktaeder. F6 n (hkl) == 4

h(h-—kl)(li~+hk+hi)
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2. PentagondodekaeTler. V6 rz(hko) = 4
, /
At 3 (h + Ar)

c? Geneigtflächig hemiedrische Formen : Hexakistetraeder

x (hkl), Trigondodekaöder x (M), Deltoiddodekaeder x (MZ)>

Tetraeder x (111).

1
1. Hexakistetraeder. V* x (hkl) = 8

? r , T ,
,. r^

/t [ (A+Är)*— #]
1

2. Trigondodekaeder. VG x (M) = 8
/i~ l/i

""J""
<£t )

1
3. Deltoiddodekaeder. F6 x (/*/*/) = 8 7-77-: —

V J
/i(4/i2 —l-i)

4. Tetraeder. F6 x(lll)=|
o

B. Pyramidales System.

a) Holoedrische Formen. Düetragonale Pyramiden (hkl),

Protopyramiden (hkl), Deuteropyramiden (hol).

Die Ableitung des Volumen der achtseitigen Pyramide ist nach

den bei Tetracontaoktaeder angewendeten Verfahren leicht.

Nimmt man wieder den horizontalen Durchschnitt als Basis der

Theilpyramiden, so ist durch die Coordinate (ZZ) auch zugleich

1
die Höhe gegeben, welche daher mit —coincidirt.

Da also die Höhe hierdurch bekannt ist, so ist zum Volumen

nur die Basis noch zu bestimmen.

In Fig. 3 ist

* i

h
.

h
taug <> = -

; sin
ty

= 1,-i—r-r '

,l V h~-\-k~

(h + k\ h + k
f = Are. taug [^— ; sin f

=
^VA'+i'

a™f h + k

A (OAM) - i
2 h (h+k)

Daher in Fig. IV. das Volumen der Theilpyramide

Vol(OAMC)=\
6 hl (h+k)
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Da nun die vollständige Formaus 1^ Theilpyramiden besteht,

so ist das vollständige Volumen und die Oberfläche der ditetragonalen

Pyramide (hkl).

V> (hkl) = |3 hl (h + k)

hl(h + k)

Es ergeben sich daher für das pyramidale System nachstehende

Formeln :

8 a %c
1. Ditetragonale Pyramide. V5 (hkl) =

3 hl (h + k)

2. Protopyramide. V5 (hkl) =
^ j—:
o ll"

1

3. Deuteropyramide. F5 (hol) = —j—z

h) geneigtflächig hemiedrische Formen: tetragonale Skalenoe-

dcr x. {hkl) und Sphenoide x. (hhl).

1. Tetragonale Skalenoeder. V5 /. (hkl) = ^y-j
o ll~l

2. Sphenoid. F5 x (hhl) = | fS

c) parallelflächig hemiedrische Form:

, „ /r?n 8a n-c(h*+2hk —k-)
1. Tetragonale Trapozoeder. F5 ~(hkl) =

;
,,

_i_£V

C. Ort ho hexagonales System.

a) Holoedrische Formen: dihexagonale Pyramide {hkl),

Protopyramide (kkl); Deuteropyramide (okl).

Die Berechnung der vollflächigsten Form (hkl) k> h ist

begründet auf den in Fig. 5 dargestellten Durchschnitt, welcher die

1
Basis der Theilpyramide ist, wobei die Höhe - mit der Axe c coin-

cidirt.
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In Fig. o ist.

tang $ = \Jl
;

sin -\> = .

7 i o/.

—tang ?= tang(30o+ £) ; tangy =
i7

=- -
r 3 (& —li)

Das Volumen in Fig. 6 der Theilpyramide (CONE) ist somit

Vol(C/V0Z?) = —
"6" W(h + 3&)

Da die vollständige Form 24 solcher Theilpyramiden hat, so

ist für dieselbe folgender Werth des Volumen und der Oberflüche gel-

tend, wobei &>/* gesetzt.

kl (h + U

4 (hkl) = 1 2 aVh*c*+U*c*+M*a*
H (A + 3A)

Es ergeben sich für das orthohexagonale System folgende

Resultate

:

1. Dihexagonale Pyramide. F4 (hkl)
kl (h + 3/V)

2. Protopyramide. F4 (M-/) = V 3 rr-c

M
4 rr-c

3. Deuteropyramide. F4 (o&J) = ^-rr ^y

Ä^ Parallelflächig hemiedrische Formen: Hexagonale Skalenoe-

der re (hkl)', Rhomboeder n (kkl).

4 a 2c
1. Skalenoeder. F4 tt (hkl) =7= =-?

V3 &**
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2. Rhomboeder. Vk ir (kkl) =JL^
VZ kH

c) Geneigtflächig hemiedrischeForm: hexagonale Trapezoeder,

x (hkl).

1. Trapezoeder. \\ x (hkl) = 4 VI^c (A + £) (3fc-/Q

fc*Z(Ä+3*>

rt^ Parallelflächig tetartoedrische Form: Tritorhomboeder,

£(UQ.

1. Rhomboeder. T4 —(hkl) = r-=
2 V y V3 /(/i 3 + 3Ä«)

e^ Geneigtflächig tetartoedrische Form: Trigonale Trapezoeder,

rl^QM).

x 2 «2 6. 6M+ 3&2 —/*;

1. Trapezoeder. F4 - (hkl) =
2 V

' V3" M <Ji + ky

In den folgenden prismatischen Systemen fehlen geschlossene

mehrzählige Formen, da für die speciellen Combinationen, aus den

gegebenen Verhältnissen der Kantenlinien und Durchschnitte die

analytische Entwicklung vorgenommen werden muss.

§. 5. Die im obigen entwickelten Volumina lassen bereits in

mehreren Punkten interessante Verhältnisse erkennen.

Während Weiss und Naumann, von der Theorie ausgehend,

mehrere dieser in den Volumen verschiedener Körper statt-

findender Beziehungen aufstellten, haben von praktischer Construc-

tion beginnend, Theodor Gümbel in Landau und namentlich in

jüngster Zeit Herr Regimentsarzt Wolff in Libiu bei Prag, durch

Modelle die gegenseitige Ableitbarkeit verschiedener Formen (bedingt

durch rationale Verhältnisse des Kubikinhalts) dargelegt.

Wolff's ausgezeichnete Modelle, welche ich durch Herrn Dr.

Volger's Güte vor wenigen Wochen auf der diesjährigen Natur-

forscherversammlung in Giessen kennen gelernt habe, zeigen in

hundertfachen Combinationen durch Zerlegung und neue Verbindung

der Theilgestalten den Zusammenhang der Raumverhältnisse.

Während diese Modelle durch die Construction den gestalt-

lichen Zusammenhang darzulegen versuchen, lässt sich derselbe auch
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von theoretischer Seite aus den entwickelten Formen ableiten,

letzterer bestätigt was erstere zeigen und erstere führen aus, was

letzterer angedeutet und ergänzen sich somit auf das innigste.

Aus den entwickelten Formeln ist ersichtlich, dass das pyramidale

System mit dem tesseralen in Connex tritt, wenn die Axe c

einen rationalen Werth erhält, hierdurch würde aber auch eine

krystallographische Transponirung des Systems selbst möglich ;

anders verhält sich das rhomboedrisehe System, welches bei

Annahme der Axe c = V 3 also (001) (111) = 63° 26' 10" oder

—(201) (TU) = 116o 34' selbst bei Fortbestand des Systems in

einen innigen ableitbaren Verhältnisse zum tesseralen System steht.

Die im nachfolgenden angebenenen Zahlen werden mehr als

Worte die gegenseitige Ableitbarkeit der Formen demonstriren.

Für die orthohexagonalen Gestalten ist die Hauptaxe c=V 3

angenommen.

Um die hier angewendeten krystallographischen Zeichen in

die anderen Schulen zu transponiren , verweise ich auf die

bekannten Vergleichstabellen *).

V6 (100) = 8

F4 (011)= n TT (111) = 4

n (in) = 3

F6 x (111) =
|

V6 (110)= F4 fr (112) = 2

n (H2) =
|

V« (Hl) =
|

Vs * (211)= F4 (113) = P, (021)= n*(221)= 1

n (H4) =
|

V6 *(210) =
^

F» (131) =
|

i) Vergl. Schrauf: Atlas der Krystallformen des Mineralreiches I. lieft, so wie

Lehrbuch der physikalischen Mineralogie. I. Theil, Cap. 22.
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